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D’ou e = 1 est un élément neutre de la loi *.
(@) Soient (z,y) € R* xR, (a,b) ERx R On a :

(z+yi) * (a+bi) =e < za+ (2°b+a’y)i=1
sza=1; 2?bh+ady=0

1 —a?
Sa=-—; b= 2y
x x
1 _
Sa=— b:—f
x x

Or la loi * est commutative sur C, Alors : (x +yi) x (a+bi) = e < (a+bi) * (x +yi) =
Donc le nombre complexe = + yi admet le nombre complexe comme symétrique pour la

loi *.

@ (@) Soient (a,z) € RY x R%, (b,y) € R2 (21, 29) € E tels que z; = x + yi, 2o = a + bi

Ona: z %z = (v +yi)*(a+bi) = za+ (2?b+ a’y)i € E, car za € R} et 2°b+a’*y € R.

Donc z; x z5 € E, d’ou E est stable pour la loi % dans C.
() On a E est stable pour * dans C, donc d’apreés 1)a)b)c)d), la loi * est :
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Corrigé d’exercice 1 (3.5 points) ]
(1) (@) Soient ((x,y) € R?)((a,b) € R?), On a :
(a+ bi) * (z + yi) = ax + (a®y + 2°b) i
= ra+ (I2b + azy) i
= (z + yi) * (a + bi)
Donc la loi * est commutative dans C.
(b) Soient ((z,y) € R?)((a,b) € R?) ((2,t) € R?), On a :
[(z +yi) * (a+ bi)] % (z + ti) = [za+ (z%b+ agy) i] * (2 + ti)
= zaz + [2%a’t + 2% (2°b + aQy)} i
= zaz + (2°a’t + 2*2°b + 2°a’y) i
(z + yi) * [(a+ bi) % (z + ti)] = (z + yi) * [az + (a®t + 2°D) i
=raz + ( (a2t -+ ZZb) + a2z2y) 0
=zaz + (m a’t +x 22b+a222y)i
Alors [(x 4 yi) * (a4 bi)] * (z + ti) = (z + yi) * [(a + bi) * (2 + t1)]
D’ou la loi * est associative sur C.
(e) Soient x,y,a,b € R, e = (a+bi) € Cet x #0
(z+yi)xe=z+yiszat (2’b+ad’y)i=z+y
sra=x ; 2°b+dy=y
Sa=1; b=0
Se=1
Siz=00na(0+yi)*(1+0i)=0x1+(0>x0+1%y)i=0+yi
Or la loi x est commutative sur C, Alors V(z,y) € R? : (x +yi) * e = e * (x + yi)
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(1) La loi * est associative sur F,

(77) La loi % est commutative sur E,

Y

)
)
(7i1) La loi * est admet un élément neutre e =1 € F,
1
) V(r;y) e RE X R CR* xR @ 2+ yi admet un élément symétrique : — — =i € B
r

(1v
car (z > 0)
De (i), (ii), (i77) et (iv) on constate que (F,*) est un groupe commutatif.
@ OnaG#Qcar1+0i=1€G, et GC Ecarl>0
Soient (b,y) € R?, (23,24) € G tels que 23 =1+ yi, 24 = 1 + bi
Ona:zzxzy=(1+yi)x(1+bi)=1+(b+y)ieG,carb+yecR

Donc G est un sous-groupe de (E, ).

(4) (@) On a F € My(R). Soient (z,a) € R} x R}, (y,b) € R?.

Soient A= (“ Y )erp=(%")er
0 =z 0 a
. [Ty a b\ [ xa xb+ya
onssas= (27 ) (8 V) (10 o)
Comme z,a € RY, alors xa € R, or 2b+ya € R, alors A x B € F
D’ou F est stable pour la loi x dans Ms(R).

0 22
Soient 21,2, € E tels que 2y = v +yi, 20 =a+bi, z,a € R} et y,b €R. On a :

2
@ Soit ¢ I'application de E vers F' définie par p(z + yi) = My(2?,y) = ( ool )

o(z1 % 20) = ¢ (za+ (20 + a®y)i) = My (2°a®, 2°b + a’y)

2,2
©0(21) X p(z) = My(2?,y) x My(a*,b) = < :L'Oy 9 9 > = M, (2°a®, 2°b + a*y)

Donc ¢(z1 * 29) = p(21) X p(22)
D’ot ¢ est un morphisme de (F,*) vers (F, x).
Soit M(a,b) € F et z € E, on a :

p(2) = M(a,b)

ret e ¢00
S
[

D’ou ¢ est bijective de E vers F'.
Alors ¢ est un isomorphisme de (E, *) vers (F, x).
@ Puisque ¢ est un isomorphisme de (F,*) vers (F, X) et (E,*) est un groupe commutatif.

Alors (F, x) est un groupe commutatif.
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