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—[Exercice 1 }
Soitn € N

. Montrer que : dlz,, € ]g + nw; g + (n+ 1)%[ . tanz, = 7,
. On considere la suite (uy,), définie par :  (Vn >0) u, = g +(n+1)m—ux,

(@) Montrer que : (Vn>0) : x, = (n+1)7 +arctanm,

1
(b) En déduire que : (¥n >0) : u, = arctan <—)

g

(¢) Montrer que : lim 1, = 400

n—-+00

@ En déduire que la suite (u,), est convergente et déterminer sa limite.

—[ Exercice 2 }

. On considere la fonction g définie sur [0; +-o00[ par : g(z) = % —In(1 + 2)
T

@ Etudier les variations de la fonction g.

(b) En déduire le signe de g(z) sur ]0; +ool.
. On considere la fonction f définie sur R par : f(z) = e *In(1 + %)
@ Montrer que : lim f(z) =1
n——oo

(b) Montrer que : lim f(z) =0
n——+00

@ Montrer que la fonction f est dérivable sur R, et que :

x

WeR [ = (s ~nte)

1+e”
@ Etudier les variations de la fonction g sur R.

- = — —
. Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé (O; 15 ) (On prendra H i H = ” J H = 2cm)

. @ Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J a déterminer.

@ Donner les variations de f~! sur J.

-
@ Tracer la courbe de f~! dans le méme repére (O; 1] )

1
Partie IT : | On considere la suite (uy,),>o définie par : uy = 5 et Vn <0 upe1 = f(uy)

13 13
. @ Montrer que si z € {5, g], alors f(x) € {5, 5}

1 3
@ Montrer que 'équation f(r) = x admet une solution unique «, et que dans 3 <a< £

Avww.elmaths.com 1/9 © 2020 f: elmathsl



. Etudier le signe de : f(z) — z
. Pour tout n de N, on pose : v, = uy, et w, = Ugp11

@ Montrer que v, et w, sont adjacentes.

@ En déduire que la suite (u,),>0 est convergente, et que : lirf Up = Q.
n——+0oo

| Partie IIT : |

. @ Montrer que : (Vo € R) f'(z) + f(z) = 11 oo

@ En déduire la fonction primitive F' de la fonction f sur R, qui s’annule en 0.

. (@) Montrer que : (Vn > 2)(3lz, € RY) f(x,) = %

(b) Montrer que la suite (7,,),>2 est décroissante.

@ Démontrer que la suite (z,,),>2 n’est majorée, puis en déduire que lim z, = +oo
- n—-+o0o

Tn
. On considere la suite (y,,)n>2 définie par : y,, = / f(z)dx
0

(@) Montrer que la suite (y,)n>2 est croissante, et que : (Vn >2) 0 <y, <2In2.
@ Montrer que (y,)n>2 est convergente et que : lim y, = 2In2.

n—-+o0o

—[ Exercice 3 }

eln

Up + 2

1
On considere la suite (u,) définie par : uy = 5 et Vvn € N; wu,y1 =

T

, e
. Etudier les variations de la fonction f +— T
T

@ (@) Montrer que : f ([0;1]) C [0;1].
1 2
(b) Montrer que : Yz € [0; 1]; i < fllx) < B
@ En déduire que I’équation f(x) = z admet une solution unique « dans l'intervalle [0; 1]

. (@) Montrer que : Vn N; u, € [0;1].

@ En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
2
() Montrer que : Vo N;  |upq1 — af < 3 |, — .

2 n
(@) Montrer que : Vo N;  |u,1 —a < <§> .

@ Déterminer les entiers n pour que u,, soit une valeur approchée de o & 1072 pres.

—[ Exercice 4 }

1
Soit E = R\ {5} Pour tout couple (a,b) de E?, on pose : a L b=a+b— aby/2

. Vérifier que pour tout couple (a,b) de E? : a L b= - — (a\/§ — 1) (b\/§ — 1)

Sl
Sl -
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. Montrer que (E, L) est un sous-groupe commutatif.

On rappelle que (Ms(R), +, X) est un anneau unitaire, de zéro la matrice O = < 8 8 )

]. /7
et d’unité la matrice [ = 0 et que (Ms(R), +,.) est un espace vectoriel réel.

1
, B 2—a a
On considere 'ensemble : { = ( " Ji—a > Ja € IE}
Onpose:Az( 1 _1)

Vérifier que : A2 = —2A et que M (a :I+1A
@ e q que M (a) %

(b) Montrer que F est une partie stable de (My(R), x).

. On considere I'application ¢ de (E, L) vers (F, x) définie par : p(a) = M(a)
@ Montrer que ¢ est une isomorphisme de vers

@ En déduire la structure de (F, )

,.[ Exercice 5 }

. On consideére dans Z? 'équation  (F): 195z — 232y =1

@ Déterminer le plus grand diviseur commun des nombres 195 et 232.

@ Montrer que ’ensemble solution de ’équation (E) est :

S = {(163 + 232k; 137 + 195k) /k € Z}
@ Trouver I'unique entier naturel d vérifiant : 0 < d < 232 et 195d = 1[232]
. Montrer que le nombre 233 est premier.

. Soit A I'ensemble des nombres entiers compris entre 0 et 232.

On considere I'application f de A vers A définie par : quel que soit a de A, f(a) est le reste de la
division euclidienne du nombre a!® par 233.

(@) Montrer que : (Va € A\ {0}) ; a*? =1[233]
(b) Montrer que : ¥(a,b) € A2, si f(a) = f(b), alors a = b
@ Soient a et b deux éléments de A tel que : f(a) = b, déterminer a en fonction de b.

@ En déduire que f est une bijection, puis déterminer sa bijection réciproque f~*.

—[ Exercice 6 }

On pose E = {0, 1,2, .....,25}. Soient a et b deux éléments de F.
On considére Papplication de E vers FE définie par : (Vn € E); ¢(n) =an+b

. On suppose que : p(5) = 10 et ¢(19) = 14.
@ Montrer que : 14a = 4[26].

(b) Résoudre dans Z? I'équation : 14z — 26y = 1.
@ En déduire la valeur de a et la valeur de b.
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. On suppose que a = 15 et b = 3.

@ Montrer que si p(n) = ¢(p), alors n = p.
(b) Soient n et m deux éléments de E tel que (n) = m, déterminer n en fonction de m.

(¢) En déduire que ¢ est une bijection de E vers E, puis déterminer sa bijection réciproque o'

—[ Exercice 7 }

t2
Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par : f(¢t) = In(1 +¢) + s

. @ Montrer que f est strictement croissante sur [0, +00].

@ Calculer lim &

t—+oco

- —
@ Tracer la courbe de f dans un repere orthonormé (O; 137 )

1
. Soit n un entier naturel non nul. On considere 'équation  (E,) :  f(t) = —.
n

@ Montrer que 'équation (F,) admet une solution unique a,,.

@ Montrer que f admet une bijection réciproque f~! définie sur [0, +oo[
(¢) Donner le tableau de variations de f~.

@ En déduire les variations de la suite (ay,),>1, puis déterminer sa limite.

. @ Calculer lim &
t—0 ¢

@ En déduire la limite de suite la (na,)n>1.

,.[ Exercice 8 }

Soit m un nombre entier naturel non nul.

—x
xTe n

On considére la fonction h, définie sur |0, +oo| par : h,(z) =

T _ x2n—1

— 2", et la fonction ¢ définie sur

xn
0, +oo[ par : ¢, (z) =€~

. (@) Vérifier que : (Vn > 1) (Vo >0) : h,(2) =04 ¢, (2) =0

@ En déduire que pour tout entier naturel n non nul, I'’équation h,(x) = 0 admet une solution
unique u,, tel que : 0 < u, <1

. (@) Montrer que : (Vo > 1) @ In(u,) =
@ En déduire que : lim u, =1

n—-+00

un
2n —1

—[ Exercice 9 }

On considere la fonction f définie sur [0, 1] par : f(z) = 2ze”

. @ Montrer que f admet une bijection réciproque f~! de [0, 1] sur un intervalle J & déterminer.
@ Donner le tableau de variations de f~1.

. Montrer que : la € [0,1] : ae® =1, et que o # 0.

. On considere la suite (u,),>0 définie par : ug = a et (Vn > 0) upy1 = fH(uy,)
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(@) Montrer que : (Vn > 0) u, €]0,1].

(b) Montrer que : (Vz € [0,1]) f(z) > x.

@ En déduire que la suite (u,),>0 est strictement décroissante.

@ Montrer que la suite (u,),>o est convergente et calculer sa limite.
k=n

. Pour tout entier naturel n, on pose : S, = > uy
k=0

1
@ Montrer que : (Vn > 0) uyqq = §une‘“"+1.

_Sn

() En déduire que : (Vn >0) u, = c TR
1 n
@ Montrer que : (Vn > 0) u, < (5) )

@ En déduire que la suite (S,,),, est convergente et que sa limite ¢ vérifiant : o < ¢ < 2

—[Exercice 10 }

flz) = / ’ Yetdt, w40

On considere la fonction : t

. Montrer que la fonction f est paire.
—4x?

@ (@) Montrer que f est dérivable sur |0, +o0o[ et que : f'(z) = ¢ (1 - 63””2)

T

@ En déduire le sens de variation de f sur |0, +o0].

. (@) Montrer que : (Vo € R) e >z + 1

1 1
@ Montrer que : (V¢ > 0) T t < ge_tQ <

~ | —

3 2
() Montrer que : (Vo >0) In2-— % < f(z) <In2

@ Montrer que f est continue et dérivable en 0.

. @ Montrer que : (Vt > 1) et < et
@ En déduire que : (Vx > 1) 0< f(z) <
(¢) Déterminer lim f (z)

T—-+00

. @ Donner le tableau de variations de la fonction f sur R.

@ Tracer la courbe de la fonction f dans un repére orthonormé.

—[Exercice 11 ]

On rappelle que (C, +, x) est un corps commutatif et (Msy(R), +, x) est un anneau unitaire dont le zéro

0 O> et dont 1'unité est la matrice I = <(1) (1)> et que (Msy(R),+,.) est un

est la matrice nulle O = (O 0

espace vectoriel réel.

On considére I'ensemble E = {M(a, b) = (a5—;b " :bgb) /(a,b) € Rz}
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. @ Montrer que (E, +,.) est un sous-espace vectoriel réel.

@ Déterminer une base de 'espace vectoriel (E, +,.), puis en déduire sa dimension.

. Soit @ un nombre complexe n’appartenant pas a R. Montrer que la famille (1, ) est une base de
I'espace vectoriel réel (C,+,.).

. On considere 'application ¢ de C* = C\ {0} vers E* = E\ {M(0,0)} définie par :
(Vz=a+ba € C*) ¢(z) = M(a,b)

(@) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).

@ Montrer que ¢ est une bijection.

. On prend a = —1 + 4.
@ Montrer que (E*, X) est un groupe commutatif.

@ Montrer que (E*, 4, X) est corps commutatif.
(¢) Déterminer l'inverse de M (a,b).

—[ Exercice 12 }

n est un entier naturel non nul.
On considere la fonction g,, définie sur R par : g,(z) =1+ 2 — e

. @ Etudier les variation de la fonction g,.

@ Calculer lim g, (z) et liril gn (), puis donner le tableau de variations de la fonction g,,.
T—>—00 T—>+00

n €T . . ’ 7’ 2z . 7
@ Calcule lim g_(), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T—r—00 X

@ Calcule lir+n (gn () —x — 1), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T—r+00

@ En déduire que zo = 0 est I'unique solution de ’équation g,(z) = 0.

@ Tracer la courbe de la fonction g; dans un repeére orthonormé.

@ (@) Montrer que : (Vn > 1) 3w, > 0) g, (2) = 1.
(b) Etudier le signe de g,.1(z) — g.(2).

(¢) En déduire que la suite (2,),>1 est décroissante.
(@ Montrer que : (Vn > 1) z, =e ",
@ En déduire la limite de la suite (2,)n>1.

Partie II : | On considere la suite (y,,)n>1 définie par : y; = 1 et Vn € N*; y,.; = e ¥n

x

1
. Montrer que x; est I'unique solution de I'équation e ™ = z et que — < x; < 1.
e

. @ Montrer que : Vn € N*;

@ Montrer que : Vn € N*;  |y,01 — 21| < e

<y, <1

Q|

yn_l'l‘

@ Montrer que la suite (y,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

1 S
| Partie III : |On considére la fonction F' définie sur Rt par : F/(0) = 3 et (Vo> 0);F(x)= / g—dt
« O

(t)
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1 1

@ (@) Montrer que : (V¢ > 0) ; s < mo
1

IA
S

(b) En déduire lim F (z)

T—+00

2

t
. @Montrerque:(Vt>O) : 1—t§e’t§1—t+§

@ En déduire que F' est continue a droite au point 0.
© Etudier la dérivabilité de la fonction F' & droite au point 0.

. @ Montrer que F' est dérivable sur R* et calculer F'(z) pour tout x > 0.

@ Etudier les variations de la fonction F sur Ry.

@ Construire la courbe de la fonction F' dans une repere orthonormé.

—[ Exercice 13 }

e.’l?

1+ 22

On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) = et (C) sa courbe représentative dans un

- =
repere orthonormé (O, i, ] )

et interpréter géométriquement les résultats

. (@) Calculer : lim f(z), lim f(x), lim /(@)
T——00 T—~400 r—+oo I
obtenus.
@ Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(z) et donner le tableau de variations de f.

@ Calculer f”(x), puis montrer que I’équation f”(z) = 0 admet deux solutions sont 1 et [ tels
1
que : — < B <0.
(@) En déduire le point d’inflexion de la courbe (C'), puis tracer la courbe (C).

. @ Montrer que f est une bijection de R vers R’ . Soit g sa bijection réciproque.

@ Montrer que g est dérivable sur R?, donner le sens de variation de g et calculer
lim+g(a7), lim g (z)
z—0

T—+00

1
@ Montrer que : (Vn > 1) (o, <0) ; ¢ (—) =a,
n
@ Calculer a; et déterminer le sens de variation de la suite (a,)n>1.

@ Montrer que la suite («,),>1 n’est pas minorée, puis calculer lim «,.
- n—-+0o

. Pour tout x de R, on pose : F(x) = / ft)dt
0

@ Montrer que F' est dérivable sur R et calculer F'(z), puis en déduire le sens de variation de
F sur R.

(b) Vérifier que : (V¢ < 0); 0 < f(t) < ¢!, puis en déduire que : (Vo <0); —1< F(x) <0.
@ En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :

(Vx> 0); F(x) = f(x) — 1+ 2[(z) ou I(:v)z/oxﬁdt

(@ En déduire : lim F(z) et lim F(a:)

n—-+4oo n—-+oo €T
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1
(e) Montrer que : (Vn € N*) ; / g (t)dt + o _ F(ay).
1 n

1

() En déduire que : (Vn € N*) ; —1< / g (t)dt <0.

1

-[ Exercice 14 }

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7)

A tout point M d’affixe z différente de 0, on associe le point M’ d’affixe 2/ = —

Wl | =

. Montrer que les points O, M et M’ sont alignés.

— 1
. Montrer que : 2/ +1=—(z — 1)
z

. On considere les points A d’affixe 1 et B d’affixe —1. Soit (C') le cercle de centre A qui passe par
le point O. On suppose que le point M appartient au cercle (C') et différente de O.

(@) Montrer que : [z — 1| = 1 et que |2 + 1| = [/|, puis interpréter géométriquement ce résultat.

@ En déduire une construction géométrique du point M’ connaissant le point M.

. Soit M; le symétrique de M par rapport a 1'axe réel (I'axe des abscisses).

!/
1
@ Calculer z/ + ] en fonction de z.
"+1 —
@ Calculer arg <Z, + 1) en fonction de la mesure de I'angle (MIA; M, §)
Z —

@ Comparer les mesures d’angles (m, m> et (m, ]\ﬁ)

@ Montrer que M’ appartient au cercle circonscrit au triangle AM B.

—[ Exercice 15 }

@ On considere dans C I'équation  (E) @ 2% — (4 +)2% + (13 + 44)2 — 13i = 0.
@ Montrer que 'équation (F) admet une solution imaginaire pure zp.

() Résoudre dans C I'équation (E).

. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7), on considere les points A,
B et C d’affixes respectivement ¢, 2 4+ 37 et 2 — 31.

@ On considere R la rotation de centre B et d’angle % Déterminer 'affixe de A’ I'image de A
par la rotation R.

@ Montrer que les points A’, B et C' sont alignés.

@ Donner I'écriture complexe de I’homothétie h de centre B qui transforme C' en A.

@ Vérifier que : h™'oR (A) = C, puis donner 1'écriture complexe de I'application h=!oR.

—[Exercice 16 }

Soit z un nombre complexe non nul tel que : z = a +ib = [p, §].

b
. En utilisant la figure ci-dessous, montrer que : § = 2 arctan < n ) [27]
a+p
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. En déduire que : tan (%) =2—-43 (indication : poser z = V3 + i).
A
M(z)
9
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